	ЛЕКЦИЯ №4
	Сила тяжести как равнодействующая вертикальных сил. Центр тяжести тела. Центр тяжести простых геометрических фигур. Определение центра тяжести составных плоских фигур.



Рассмотрим систему n сил Pi, приложенных в точках Ai (xi, yi, zi)  и параллельных оси Ov c ортом l.
[image: http://www.teoretmeh.ru/statika4.files/image004.gif]Если заранее исключить случай системы, эквивалентной паре сил, нетрудно на основании предыдущего параграфа доказать существование ее равнодействующей R.
Определим координаты центра C(xc, yc, zc) параллельных сил, то есть координаты точки приложения равнодействующей  этой системы.
Воспользуемся с этой целью теоремой Вариньона, на основании которой:
M0 (R) = ΣM0 (Pi).
Вектор-момент силы можно представить в виде векторного произведения, поэтому:                
М0(R) = rc×R = ΣМ0i (Pi) = Σ(ri×Pi).
Учитывая, что R = Rv∙l, а Pi = Pvi∙l и воспользовавшись свойствами векторного произведения, получим:
rc×Rv∙l = Σ(ri ×Pvi∙l),
rc∙Rv×l = Σ(ri∙Pvi×l) = Σ(ri∙Pvi)×l,
или:                            
[rcRv  Σ(ri Pvi )]×l = 0.
Последнее выражение справедливо только в том случае, если выражение в квадратных скобках равно нулю. Поэтому, опуская индекс v и учитывая, что равнодействующая R = ΣPi , отсюда получим:
rc = (ΣPi ri)/(ΣPi).
Проектируя последнее векторное равенство на оси координат, получим искомое выражение координат центра параллельных сил:    
xc = (ΣPi xi)/( ΣPi);
yc = (ΣPi yi)/( ΣPi);                                              (2)
zc = (ΣPi zi)/( ΣPi).
                       
Центр тяжести тела.
Рассмотрим твердое тело весом P и объемом V в системе координат Oxyz , где оси x и y связаны с поверхностью земли, а ось z направлена в зенит.
Если разбить тело на элементарные части объемом ∆Vi , то на каждую его часть будет действовать сила притяжения ∆Pi, направленная к центру Земли. Предположим, что размеры тела значительно меньше размеров Земли, тогда систему сил, приложенных к элементарным частям тела можно считать не сходящейся, а параллельной, и к ней применимы все выводы предыдущей главы.[image: http://www.teoretmeh.ru/statika4.files/image006.gif]                       
Определение. Центром тяжести твердого тела называется центр параллельных сил тяжести элементарных частей этого тела.
Напомним, что удельным весом элементарной части тела называется отношение ее веса ∆Pi к объему ∆Vi: γi = ∆Pi/∆Vi. Для однородного тела эта величина является постоянной: γi = γ = P/V.
Подставляя в (2) ∆Pi = γi ∙∆Vi  вместо Pi, учитывая последнее замечание и сокращая числитель и знаменатель на , получим выражения координат центра тяжести однородного тела:
xc = (Σ∆Vi∙xi)/(Σ∆Vi);
yc = (Σ∆Vi∙yi)/(Σ∆Vi);                         (3)
zc = (Σ∆Vi∙zi)/(Σ∆Vi).
При определении центра тяжести полезны несколько теорем.
1) Если однородное тело имеет плоскость симметрии, то центр тяжести его находится в этой плоскости.
Если оси х и у расположить в этой плоскости симметрии, то для каждой точки с координатами [image: http://www.teoretmeh.ru/statika4.files/image008.gif] можно отыскать точку с координатами [image: http://www.teoretmeh.ru/statika4.files/image010.gif]. И координата [image: http://www.teoretmeh.ru/statika4.files/image012.gif] по (3), будет равна нулю, т.к. в сумме[image: http://www.teoretmeh.ru/statika4.files/image014.gif] все члены имеющие противоположные знаки, попарно уничтожаются. Значит центр тяжести расположен в плоскости симметрии.
2) Если однородное тело имеет ось симметрии, то центр тяжести тела находится на этой оси.
Действительно, в этом случае, если ось z провести по оси симметрии, для каждой точки с координатами [image: http://www.teoretmeh.ru/statika4.files/image008.gif] можно отыскать точку с координатами [image: http://www.teoretmeh.ru/statika4.files/image016.gif]  и координаты [image: http://www.teoretmeh.ru/statika4.files/image018.gif] и [image: http://www.teoretmeh.ru/statika4.files/image020.gif], вычисленные по формулам (3), окажутся равными нулю.
Аналогично доказывается и третья теорема.
3) Если однородное тело имеет центр симметрии, то центр тяжести тела находится в этой точке.
Способы определения координат центра тяжести:
1. Симметрия. Если однородное тело имеет плоскость, ось или центр симметрии, то его центр тяжести лежит соответственно в плоскости симметрии, оси симметрии или в центре симметрии.
2. Разбиение. Тело разбивается на конечное число частей, для каждой из которых положение центра тяжести и площадь известны.
3. Метод отрицательных площадей. Частный случай способа разбиения. Он применяется к телам, имеющим вырезы, если центры тяжести тела без выреза и вырезанной части известны. Тело в виде пластинки с вырезом представляют комбинацией сплошной пластинки  (без выреза) с площадью S1 и площади вырезанной части S2 .
4. Метод группировки. Является хорошим дополнением двух последних методов. После разбиения фигуры на составные элементы часть их бывает удобно объединить вновь, чтобы затем упростить решение путем учета симметрии этой группы.

Центр тяжести простых геометрических фигур.
1. Центр тяжести прямоугольника
[image: Ð�Ð¾Ñ�Ð¾Ð¶ÐµÐµ Ð¸Ð·Ð¾Ð±Ñ�Ð°Ð¶ÐµÐ½Ð¸Ðµ]
2. Центр тяжести прямоугольного треугольника
[image: Ð�Ð°Ñ�Ñ�Ð¸Ð½ÐºÐ¸ Ð¿Ð¾ Ð·Ð°Ð¿Ñ�Ð¾Ñ�Ñ� Ñ�ÐµÐ½Ñ�Ñ� Ñ�Ñ�Ð¶ÐµÑ�Ñ�Ð¸ Ð¿Ñ�Ñ�Ð¼Ð¾Ñ�Ð³Ð¾Ð»Ñ�Ð½Ð¸ÐºÐ°]

3. Центр тяжести полукруга
[image: Ð�Ð°Ñ�Ñ�Ð¸Ð½ÐºÐ¸ Ð¿Ð¾ Ð·Ð°Ð¿Ñ�Ð¾Ñ�Ñ� Ñ�ÐµÐ½Ñ�Ñ� Ñ�Ñ�Ð¶ÐµÑ�Ñ�Ð¸ Ð¿Ð¾Ð»Ñ�ÐºÑ�Ñ�Ð³Ð°]
Определение центра тяжести составных плоских фигур.
Пример. Определить положение центра массы веса круглой пластины радиусом  R, в которой есть вырез радиусом  r. Расстояние [image: http://files3.vunivere.ru/workbase/00/00/31/05/images/image165.gif].
[image: http://files3.vunivere.ru/workbase/00/00/31/05/images/image166.gif]
Решение.
 	Центр массы пластины лежит на оси симметрии пластины, то есть на прямой [image: http://files3.vunivere.ru/workbase/00/00/31/05/images/image167.gif], поскольку эта прямая есть осью симметрии. Таким образом, для определения положения центра массы этой пластины необходимо определить только одну координату [image: http://files3.vunivere.ru/workbase/00/00/31/05/images/image051.gif], поскольку вторая координата [image: http://files3.vunivere.ru/workbase/00/00/31/05/images/image052.gif] будет расположена на оси симметрии и уравновешивает нулевые.
Покажем оси координат [image: http://files3.vunivere.ru/workbase/00/00/31/05/images/image058.gif], [image: http://files3.vunivere.ru/workbase/00/00/31/05/images/image063.gif]. Примем, что пластина складывается из двух тел – из  полного круга (как будто без выреза) и тела, которое как будто выполнено с вырезом. В принятой системе координат координаты [image: http://files3.vunivere.ru/workbase/00/00/31/05/images/image058.gif] для указанных тел будут равны:
[image: http://files3.vunivere.ru/workbase/00/00/31/05/images/image168.gif].
Площади  тел равны:
[image: http://files3.vunivere.ru/workbase/00/00/31/05/images/image169.gif]; [image: http://files3.vunivere.ru/workbase/00/00/31/05/images/image170.gif].
Общая  площадь всего тела будет равна разнице между площадями  первого и второго тела, а именно
[image: http://files3.vunivere.ru/workbase/00/00/31/05/images/image171.gif].
 	Теперь,  для определения неизвестной координаты центра массы заданной пластины применяем первое уравнение выражения (21). Подставим значения всех известных величин в это уравнение, получаем
[bookmark: _GoBack][image: http://files3.vunivere.ru/workbase/00/00/31/05/images/image172.gif].
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